
Óêàçàíèÿ ê ðåøåíèÿì çàäà÷ ìóíèöèïàëüíîãî ýòàïà Âñåðîññèéñêîé

îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî èíôîðìàòèêå 2023/2024 ó÷åáíîãî ãîäà.

9 � 11 êëàññû.

Êðàñíîäàðñêàÿ êðàåâàÿ ïðåäìåòíî-ìåòîäè÷åñêàÿ êîìèññèÿ ïî èíôîðìàòèêå

24 íîÿáðÿ 2023 ãîäà

1. Î÷êè â áàñêåòáîëå

Àâòîð: Ñóõîâ Â.Á.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà⌈n
3

⌉
,

ãäå d·e � îïåðàöèÿ âçÿòèÿ öåëîé ÷àñòè ÷èñëà ¾ñâåðõó¿ � òî åñòü íàõîæäåíèå íàèìåíüøåãî öåëîãî, íå
ìåíüøåãî äàííîãî ÷èñëà.

Äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b âû÷èñëèòü âåëè÷èíó
⌈
a
b

⌉
ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, ìîæíî

ðàçäåëèòü a íà b íàöåëî (ïðè ïîìîùè îïåðàöèè öåëî÷èñëåííîãî äåëåíèÿ, èìåþùèåéñÿ ïî÷òè âî âñåõ ÿçûêàõ
ïðîãðàììèðîâàíèÿ) è â ñëó÷àå, åñëè a íå äåëèòñÿ íà b ê ïîëó÷åííîé âåëè÷èíå ïðèáàâèòü åäèíèöó. À ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóëû ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåñòè ñàìîñòîÿòåëü-
íî): ⌈a

b

⌉
=

[
a+ b− 1

b

]
,

ãäå [·] � îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ öåëîé ÷àñòè ÷èñëà (äëÿ äðîáè âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè öåëî÷èñëåííîãî
äåëåíèÿ).

2. Êðåñòîîáðàçíûé áóìåðàíã

Àâòîð: Ñóõîâ Â.Á.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ìàêñèìàëüíàÿ ñòîðîíà îäíîãî èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ íå áîëüøå ìèíèìàëüíîé ñòîðîíû
äðóãîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, òî ïåðåñå÷ü ïðÿìîóãîëüíèêè íóæíûì îáðàçîì íåâîçìîæíî. Åñëè æå ìàêñèìàëüíàÿ
ñòîðîíà êàæäîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñòðîãî áîëüøå ìèíèìàëüíîé ñòîðîíû äðóãîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, òî ïðÿìî-
óãîëüíèêè ïåðåñå÷ü ìîæíî: íóæíî áîëüøåé ñòîðîíîé îäíîãî èç íèõ ïåðåñåêàòü ìåíüøóþ ñòîðîíó äðóãîãî,
òîãäà, ñîîòâåòñòâåííî, áîëüøàÿ ñòîðîíà äðóãîãî, áóäåò ïåðåñåêàòü ìåíüøóþ ñòîðîíó ïåðâîãî è êðåñòîîáðàçíàÿ
ôèãóðà ïîëó÷èòñÿ. Òàêèì îáðàçîì óñëîâèå âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ ôèãóðû âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

min(a, b) < max(c, d) È min(c, d) < max(a, b).

Ïëîùàäü ôèãóðû ìîæíî âû÷èñëèòü êàê ñóììó ïëîùàäåé ïðÿìîóãîëüíèêîâ çà âû÷åòîì ïëîùàäè ïåðåñå÷å-
íèÿ. Íàïðèìåð, åñëè âòîðîé ïðÿìîóãîëüíèê ïåðåñåêàåò ïåðâûé âäîëü ñòîðîíû a, à ïåðâûé ïåðåñåêàåò âòîðîé
âäîëü ñòîðîíû c, òî ïëîùàäü ïîëó÷èâøåéñÿ ôèãóðû ðàâíà

a · b+ c · d− a · c.
Òàêèì îáðàçîì ÿñíî, ÷òî äàæå åñëè ìîæíî ïåðåñå÷ü ïðÿìîóãîëüíèêè âäîëü äëèííûõ ñòîðîí, âûãîäíåå èõ

ïåðåñåêàòü âäîëü êîðîòêèõ ñòîðîí. Òàêèì îáðàçîì ìàêñèìàëüíàÿ ïëîùàäü ôèãóðû ðàâíà

a · b+ c · d−min(a, b) ·min(c, d).
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3. Ïîêóïêà îáîåâ

Àâòîð: Ñóõîâ Â.Á.

Äëÿ ðåøåíèå çàäà÷è íóæíî îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíóþ è ñëåäóþùóþ çà ìèíèìàëüíîé öåíó ñðåäè âñåõ âèäîâ
îáîåâ ñ îñòàòêîì â ðóëîíå íå ìåíåå A ìåòðîâ (îáîçíà÷èì ýòè öåíû ÷åðåç pA,1 è pA,2, à ñîîòâåòñòâóþùèå íîìåðà
âèäîâ îáîåâ ÷åðåç iA,1 è iA,2, êàêèå-òî èç ýòèõ âåëè÷èí ìîãóò áûòü íå îïðåäåëåíû), à òàêæå àíàëîãè÷íûå
âåëè÷èíû äëÿ îáîåâ ñ îñòàòêîì â ðóëîíå íå ìåíåå B ìåòðîâ (îáîçíà÷èì èõ ñîîòâåòñòâåííî pB,1, pB,2, iB,1,
iB,2). È çàòåì ðàññìîòðåòü íåñêîëüêî ñëó÷àåâ:

• Åñëè íå ñóùåñòâóåò îáîåâ ñ îñòàòêîì õîòÿ áû max(A,B) ìåòðîâ � êóïèòü îáîè íåâîçìîæíî.

• Èíà÷å, åñëè ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí âèä îáîåâ ñ îñòàòêîì õîòÿ áû min(A,B) ìåòðîâ � êóïèòü îáîè
íåâîçìîæíî.

• Èíà÷å êóïèòü íåîáõîäèìûå îáîè âîçìîæíî. ×òîáû îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíóþ ñòîèìîñòü ïîêóïêè, íàäî
ïðîàíàëèçèðîâàòü âåëè÷èíû pA,1, pA,2, iA,1, pB,1, pB,2, iB,1 è âûáðàòü îïòèìàëüíûé âàðèàíò ïîêóïêè
äâóõ ðàçíûõ âèäîâ îáîåâ.

4. Òðåóãîëüíûå çíà÷êè

Àâòîð: Ñóõîâ Â.Á.

Ìîæíî ïåðåáðàòü âñå òàêèå óïîðÿäî÷åííûå òðîéêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x ≤ y ≤ z, ÷òî x + y + z = n
x + y > z (ïîñëåäíåå óñëîâèå ñ ó÷¼òîì ïåðâîãî åñòü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà). Ïðè ýòîì âñÿêàÿ òðîéêà, â
êîòîðîé õîòÿ áû äâà ÷èñëà ðàâíû, áóäåò äàâàòü îäèí óíèêàëüíûé çíà÷îê, à òðîéêà, â êîòîðîé âñå òðè ÷èñëà
ðàçíûå � äâà ðàçëè÷íûõ óíèêàëüíûõ çíà÷êà.

Òðîéêè ìîæíî ïåðåáèðàòü ïî-ðàçíîìó. Ïåðâûé î÷åâèäíûé ñïîñîá: ìîæíî äëÿ êàæäîãî x îò 1 äî [n/3] ([·]
� öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà) ïåðåáèðàòü âñå âîçìîæíûå y îò x äî òàêîãî ìàêñèìàëüíîãî y, ÷òî y ≤ n−x−y (òî åñòü äî
ymax = [(n−x)/2]) è ïîëó÷àòü ñîîòâåòñòâóþùåå z = n−x−y. Äëÿ êàæäîé òðîéêè íàäî ïðîâåðÿòü íåðàâåíñòâî
òðåóãîëüíèêà è óñëîâèå ðàâåíñòâà äâóõ ÷èñåë ìåæäó ñîáîé (à èìåííî: x = y èëè y = z). Àñèìïòîòè÷åñêàÿ
ñëîæíîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ, êàê íåòðóäíî ïîíÿòü, O(n2), ïîýòîìó òàêîå ðåøåíèå äîëæíî íàáèðàòü 30 áàëëîâ.

Íî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî x íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äà¼ò íàì îãðàíè÷åíèå íà y ñíèçó â
ñëåäóþùåì âèäå: ymin ≤ y, ãäå ymin îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ:

z = n− x− y < x+ y,

òî åñòü

ymin = max

(
x,

[
n− 2x

2

]
+ 1

)
.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ êàæäîãî x ó íàñ åñòü ymax − ymin + 1 âàðèàíò y è äàëåå z îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.
Òåïåðü ÷òîáû ïðàâèëüíî âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùåå êîëè÷åñòâî çíà÷êîâ, íóæíî âû÷èñëèòü, ñêîëüêî ñðåäè
ýòèõ òðîåê òàêèõ, ÷òî x = y èëè y = z. Î÷åâèäíî äëÿ êàæäîãî ýòîãî óñëîâèÿ íå áîëüøå îäíîé òðîéêè, ïîýòîìó
íóæíî ïðîñòî ïðîâåðèòü, âåðíî ëè, ÷òî ymin = x, è âåðíî ëè, ÷òî ymax = z (ïîñëåäíåå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî
n− x ÷¼òíî). Âñå òðîéêè, êðîìå òàêèõ, äàþò 2 çíà÷êà, à òàêèå òðîéêè äàþò îäèí çíà÷îê. Êðîìå òîãî, íóæíî
àêêóðàòíî ó÷åñòü ñëó÷àé, êîãäà ýòè êðàéíèå óñëîâèÿ äàþò îäíó è òó æå òðîéêó: x = y = z. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ
ñëîæíîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ � O(n), è îíî íàáèðàåò 60 áàëëîâ.

Êîä íà ÿçûêå C++ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

for ( x = 1 ; x <= n / 3 ; x++){
y_min = max(x , (n − 2∗x ) / 2 + 1 ) ;
y_max = (n − x ) / 2 ;
cnt += (y_max − y_min + 1) ∗ 2 ;
i f (y_min == x){

cnt−−;
}
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i f ( (n − x ) % 2 == 0){
cnt−−;

}
i f ( x == n/3 && n % 3 == 0){

cnt++;
}

}

Ïîëíîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî êîìáèíàòîðíîãî ðàññóæäåíèÿ.
Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà n â âèäå ñóììû òð¼õ íàòóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ:

n = x+ y + z,

â êîòîðîì âàæåí ïîðÿäîê ñëàãàåìûõ (òî åñòü 1+2+3 è 2+1+3 � ýòî ðàçíûå ïðåäñòàâëåíèÿ). Åñëè ïðè ýòîì
äëÿ ÷èñåë x, y è z âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, òî ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òàêîìó ïðåäñòàâëåíèþ
çíà÷îê ñî ñòîðîíàìè x, y è z â ïîðÿäêå îáõîäà ñòîðîí ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ñ ëèöåâîé ñòîðîíû. Çàìåòèì,
÷òî åñëè âñå òðè ÷èñëà ðàâíû, òî îäíîìó çíà÷êó ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíî ðàçáèåíèå. Èíà÷å îäíîìó çíà÷êó
ñîîòâåòñòâóåò òðè ðàçáèåíèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç äðóãà öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé ñëàãàåìûõ. Ïîýòîìó
åñëè Q(n) � êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà, òî êîëè÷åñòâî çíà÷êîâ
ðàâíî (

Q(n)− (n mod 3 == 0)
)
/3 + (n mod 3 == 0),

ãäå âûðàæåíèå n mod 3 == 0 ðàâíî 1 äëÿ n, äåëÿùèõñÿ íà 3, è ðàâíî 0 äëÿ äðóãèõ n.
Íàéä¼ì òåïåðü Q(n).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç T (n) êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà òðè íàòóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ ñ ó÷¼òîì ïîðÿäêà. Å¼

âû÷èñëåíèå � äîñòàòî÷íî èçâåñòíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ çàäà÷à. Ðåøàåòñÿ îíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðåäñòàâèì
÷èñëî n â âèäå ñóììû n åäèíèö:

n = 1 + 1 + 1 + ...+ 1 + 1.

Óñòàíîâèì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðàçáèåíèåì n íà òðè ñëàãàåìûõ è âûáîðîì íåêîòîðûõ
äâóõ åäèíèö ñðåäè ïåðâûõ n−1 åäèíèö (òî åñòü ïîñëåäíþþ âûáèðàòü íåëüçÿ): à èìåííî, èìåÿ x, y è z âûáåðåì
åäèíèöó ñ íîìåðîì x è ñ íîìåðîì x + y. È íàîáîðîò: èìåÿ âûáîð äâóõ åäèíèö, ïîëîæèì â êà÷åñòâå x íîìåð
ïåðâîé åäèíèöû, à â êà÷åñòâå y � ðàçíîñòü íîìåðîâ âòîðîé è ïåðâîé åäèíèö (â êà÷åñòâå z ñîîòâåòñòâåííî
n− x− y). Ïîëó÷àåì, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé ðàâíî êîëè÷åñòâó ñïîñîáîâ âûáðàòü äâå åäèíèöû, òî åñòü:

T (n) = C2
n−1 = (n− 1)(n− 2)/2.

×òîáû âû÷èñëèòü Q(n) âû÷òåì èç T (n) âåëè÷èíó P (n) � êîëè÷åñòâî òàêèõ ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà òðè
ñëàãàåìûõ, äëÿ êîòîðûõ íå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà: Q(n) = T (n)− P (n).

Âû÷èñëèì P (n). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ òðîéêè x, y, z, òàêîé ÷òî x+y+z = n, íå âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî òðåóãîëüíèêà, òî êàêèå-òî äâà ÷èñëà èç ýòîé òðîéêè óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè
ïóñòü ýòè äâà ÷èñëà � x è y):

x+ y ≤
[n
2

]
.

Êîëè÷åñòâî òàêèõ ïàð x, y ðàâíî êîëè÷åñòâó ðàçáèåíèé íà 3 íàòóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ ÷èñëà
[
n
2

]
+ 1 è ïî

ôîðìóëå, ïîëó÷åííîé âûøå, ðàâíî k · (k − 1)/2, ãäå k =
[
n
2

]
.

Ïîñêîëüêó èç òàêîé ïàðû ÷èñåë ìîæíî ïîëó÷èòü 3 ðàçëè÷íûå òðîéêè, íå óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó
òðåóãîëüíèêà, òî

P (n) = 3 · k · (k − 1)/2.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì ôîðìóëó äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ çàäà÷è:(
(n− 1)(n− 2)/2− 3 ·

[n
2

]
·
([n

2

]
− 1
)/

2− (n mod 3 == 0)
)/

3 + (n mod 3 == 0).

Ìû ïîëó÷èëè ðåøåíèå ñ àñèìïòîòè÷åñêîé ñëîæíîñòüþ O(1), òî åñòü òðåáóþùåå êîíñòàíòíîå êîëè÷åñòâî
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Òàêîå ðåøåíèå íàáèðàåò ïîëíûé áàëë.
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5. Òðåíàæ¼ð ¾Áåãîâàÿ äîðîæêà¿

Àâòîð: Ñóõîâ Â.Á.

Ïóñòü èñõîäíàÿ äèñòàíöèÿ ðàâíà d ìåòðîâ (d = 1000X +100Y ). Ïóñòü ñêîðîñòü áåãà ðàâíà v ñîòåí ìåòðîâ
â ÷àñ (v = 10A+B). Ïóñòü ñ÷¼ò÷èê âðåìåíè ïîêàçûâàåò M : S. Îáîçíà÷èì ÷åðåç t öåëîå êîëè÷åñòâî ñåêóíä ñ
ìîìåíòà ñòàðòà: t = 60M + S. Òîãäà â òå÷åíèå ñåêóíäû ñ äàííûì ïîêàçàíèåì ñ÷¼ò÷èêà âðåìåíè îñòàâøàÿñÿ
äèñòàíöèÿ â ìåòðàõ îêðóãë¼ííàÿ ¾ââåðõ¿ äî ìåòðà âàðüèðóåòñÿ â ïðåäåëàõ îò rmin äî rmax, ãäå

rmin = d−
⌈
v · (t+ 1)

36

⌉
,

rmax = d−
[
vt

36

]
.

Çäåñü [·] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà, d·e � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà îêðóãë¼ííàÿ ¾ââåðõ¿. Ïðîâåðêà ñïðàâåäëèâîñòè ýòèõ
ôîðìóë îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå íåñëîæíîãî óïðàæíåíèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷è íà 60 áàëëîâ äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ t â òå÷åíèå òðåíè-
ðîâêè (òî åñòü ïåðåáðàòü âñå âîçìîæíûå ïîêàçàíèÿ ñ÷¼ò÷èêà âðåìåíè) è äëÿ êàæäîãî èç íèõ âû÷èñëèòü rmin

è rmax, ïîñëå ÷åãî ïîëó÷èòü ÷èñëà Rmin è Rmax ñîîòâåòñòâóþùèå çàïèñè rmin è rmax íà äèñïëåå ñ ó÷¼òîì
îêðóãëåíèÿ äî 10 ìåòðîâ ¾ââåðõ¿. Çàòåì âû÷èñëèòü ÷èñëî T = 100M + S � ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîêàçà-
íèþ ñ÷¼ò÷èêà âðåìåíè è ïðîâåðèòü, âåðíî ëè, ÷òî Rmin ≤ T ≤ Rmax. Åñëè ýòî âåðíî, òî â äàííóþ ñåêóíäó
ïðîèçîéä¼ò ñîâïàäåíèå ïîêàçàíèé ñ÷¼ò÷èêîâ, èíà÷å â ýòó ñåêóíäó îíî íå ïðîèçîéä¼ò. Åñëè T ñòàëî áîëüøå
÷åì Rmax, òî ïðîâåðêó ìîæíî çàâåðøàòü: T áóäåò òîëüêî óâåëè÷èâàòüñÿ, à Rmax òîëüêî óìåíüøàòüñÿ. Â ýòîì
ñëó÷àå åñëè ìîìåíò âðåìåíè íå áûë íàéäåí, òî òàêîãî ìîìåíòà äëÿ äàííîé òðåíèðîâêè íåò.

Äàííîå ðåøåíèå íå ïîëó÷àåò ïîëíûé áàëë èç-çà ñëèøêîì äîëãîãî ïåðåáîðà. Íî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî Rmin

è Rmax ìîíîòîííî óáûâàþò, à T ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåõíèêîé áèíàðíîãî ïîèñêà. Òàêîå
ðåøåíèå íàáèðàåò ïîëíûé áàëë.

Ïðåäñåäàòåëü Êðàñíîäàðñêîé êðàåâîé ïðåäìåòíî-ìåòîäè÷åñêîé êîìèññèè
Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî èíôîðìàòèêå,

ê.ô.-ì.í. Ñóõîâ Â.Á.
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